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HOJA 7: REGLA DE LA CADENA E INTEGRACION POR SUSTITUCION

1. Recorrido principal

Ejercicio 1 Definimos
fl@)y=z+1,  g(z)=2a"

Hallar las férmulas de f(g(z)) v g(f(z)). Calcular las derivadas de f(g(z)) v g(f(z)) por
dos procedimientos: derivando directamente las férmulas y aplicando la regla de la cadena.
Comparar los resultados.

Ejercicio 2

T

1. Calcular las derivadas de e* y e~ *. Esbozar los graficos de estas funciones.

sen x sen x

2. Calcular las derivadas de "% y cos(e”). Hallar primitivas de "% cos z, e” sen(e”).

Ejercicio 3 De las funciones f, g y sus derivadas se conocen los valores que aparecen en la
tabla.

flegl 19

2 | 4] =2 3

7T 16| —1 |4/3

—1(10|-1/2|1/3

3|-112|-1/6] 0

NN~ O 8

1. ;Para qué valores de x es posible calcular (go f)(z) a partir de esa informacién, y qué valor
toma la funcién compuesta (g o f)(z)?

2. ;Para qué valores de x es posible calcular la derivada (go f)'(x) a partir de esa informacién,
y qué valor toma (g o f)'(x)?

3. Contestar las mismas preguntas para f o g.

Ejercicio 4 Calcular

1 3 2
/ sen(mw) d, / Vv + ldz, / (3¢ + 52) dx,
0 0 1

Ejercicio 5 Decimos que una funcién f es par si para todo z € R se satisface f(x) = f(—z).
Mostrar que si f es par entonces

/ f(a)de = 2/: f(x)dz. (1)

Interpretar geométricamente este resultado. Una funcién f es impar si para todo x € R se
satisface f(x) = —f(—x). {Cudl es la férmula andloga a 1 para funciones impares?



Ejercicio 6 Para resolver este ejercicio sugerimos representar graficamente las situaciones que
se describen en cada una de sus partes.

1. Definimos en el plano (z,y) la transformacién

T(z,y) — (x/2,y).
Si una regién del plano tiene area A, jcudl es el area de su imagen por 17

2. Sean f(x) una funcién de R en R, a y b dos ntumeros reales y R la regién del plano
encerrada entre x = 2a, x = 2b, el eje Oz y el grifico de f(z). Mostrar que la imagen
de R por T es la regién del plano encerrada entre x = a, x = b, el eje Ox y el grafico

de f(2z).

3. Usar los argumentos geométricos de las partes anteriores para concluir que

/ f(2x)dx:% [~ payia @)

4. Mostrar la igualdad (2) usando la técnica del cambio de variables para el célculo de
integrales.

Ejercicio 7 Para una cierta funcién f, nos es conocido que

/012f(3x) do = 1.

Determinar el valor de a para el que la integral

/ " f(a)ds,

puede calcularse a partir de esa informacion y hallar el valor de la integral.

Ejercicio 8 Sea f una funcion par que satisface

/01 f(bzx)dx = 3.

/ 55 f(x)dz.

Determinar el valor de

= O a = =
=2



Ejercicio 9 Mostrar que para cualquier funcién f y constantes a, b y ¢ se satisface la igualdad

b b+c
/ f(z+ c)dx = f(x)dx

a-+c

Hacerlo por medio de un argumento geométrico basado en la definiciéon de integral como &rea
bajo el grafico de la funcién, y la relacion que hay entre los graficos de f(z) y f(z + ¢).

Ejercicio 10 Se sabe que
2
/ f(z)dx = 5.
1

Entonces
A. f1 x+ 7)dx = 5;
B. fs r+T7)dr =b5;
C. f:65 f(x+7)dx = 5;
D. [ flz+T)de = -5

Elegir la opcién correcta.

Ejercicio 11 Calcular

2 /2
/ xe’”Q, / sen (3:1: + z) dx.
0 /6 2

Ejercicio 12 Mostar que si f es una funcién derivable que nunca se anula, entonces

_ fa)
@)

Calcular una primitiva de tanz en el intervalo (—7/2,7/2).

(log | f(=)[)’

Ejercicio 13 Calcular las integrales
1 2 Ind4 2z ] T
/ v dx, / ¢ dx, / Edw / ST dx.
1+ ab o €¥®+3 = \z+cosw

Ejercicio 14 Mostrar que z|z| es una primitiva de |z|. Hacerlo por dos procedimientos:

1. calculando la derivada de z|z| en cada punto;

2. para cada x, calculando la integral de valor absoluto en el intervalo comprendido entre 0
y .



Ejercicio 15 Calcular la integral

3
/ 11— z|dx.
1

1
A
8
5 2
8
15
c. —.
8
1
p 1
8
8

Ejercicio 16 Hallar, en funcion de x, una féormula que se pueda evaluar directamente para
calcular N
Flz) :/ (2=t +1]) dr.
—2

Determinar el valor méaximo que toma F' y el punto en que lo alcanza. Hallar los puntos en
que F' se anula.



2. Mas entrenamiento
Ejercicio 17 Consideremos
fla)=a*  gla)=2+2"

1. Para z € R definimos u(z) = f(g(x)) y v(z) = ¢g(f(x)). Hallar férmulas explicitas en z
para u y para v.

2. Calcular las derivadas u/(z) y v'(z) directamente, a partir de las férmulas de u(z) y v(x)
encontradas en la parte anterior.

3. Calcular las derivada «'(x) y ¢'(z) usando la regla de la cadena.

Ejercicio 18 Una funcién f es periddica con periodo 7T si la igualdad
fle+T) = f(x)
se satisface para todo x.

1. Mostrar que si f es una funcién periédica de periodo T' > 0, para cualquier eleccion de a

se cumple . .
a+
dr = dz.
| @ [ rw

/aa—i-T o) — /bb—i—T o

se satisface para cualquier eleccion de a y b.

2. Concluir que entonces

Ejercicio 19 Sea f una funcién peridédica de periodo 2 tal que

/O Cfw)dr = -5

y ¢ una funcion periddica de periodo 3 tal que

/0 ey =7

/0 (f(2) + glx)) d.

Determinar el valor de



Ejercicio 20 Sean f y g dos funciones periédicas de periodo 2, tales que f es par, g es impar
y satisfacen

/01 f(x)de = =7 /01 g(x)dx = 11.

Determinar el valor de

| (6t - 29(a) d

-1

. —83;
. —61;
. —105;

—12;

)

MU QW

. =32

Ejercicio 21 Calcular las integrales

2

S| Lo 201 16 -3
/ dx, / dx, / +tanz | dx, / Ldm.
. wlnz o e +1 = \tanw 9 VT
Ejercicio 22 Hallar todos los valores de x en que se anula

zm@=40+l$C%—wi—4)ﬁ.

Ejercicio 23 Hallar primitivas de las funciones parte positiva z, y parte negativa z_.

»

Ejercicio 24 Hallar el valor minimo m y el valor maximo M que la funcién

F@y_AQ@—a_—ndt

toma en el intervalo [—1,9].



3. Extensiones y profundizaciones

Ejercicio 25 La interpretacion de la funcién senx como el seno de un cierto angulo es vélida
solo cuando la medida del angulo estd expresada en radianes. Cuando la calculadora esta en el
modo deg, en que interpreta que las medidas de los angulos estan calculados en grados, cuando
calcula el seno (o el coseno, o cualquier otra funcién trigonométrica), estd usando una funcién
diferente que la funcién seno del célculo. Llamaremos sengeg a esta funcion.

Entonces
180
A. senge; v = sen ( x);
T
X
B. sengeg * = sen (ﬁ)’
180 ( 1803:)
C. sengeg ¥ = — sen :
T s
D. sengegz = % sen(x).

Si con la calculadora en modo grados vamos haciendo
SeNgeg 0,1 SeNgeg 0,01 SeNgeg 0,001 SeNgeg 0,0001 seNgeg 0,00001
0,1 0,01 0,001 0,0001 ’ 0,00001 7

Ja qué numero observaremos que se aproximan los resultados?

Ejercicio 26 MAS SOBRE FUNCIONES PARES E IMPARES.
= Mostrar que una potencia " con n natural es par si y solo si n es par, e impar si y solo
si n es impar.
= ; Qué tipo de paridad tienen las funciones trigonométricas y la funciéon exponencial?

= Mostrar que la derivada de una funcién par es impar, y viceversa.

= Mostrar que la tnica funcién que es a la vez par e impar es la funcién constante 0.

Ejercicio 27
1. Para x > 0, derivar la igualdad
(Va)' ==,
y determinar el valor de la derivada

G

> 0.
dz '’ o

2. Mostrar que para x > 0y Ax > —x se satisface

Vo4 Az —x 1
Ax Vit Az+ 7

y utilizar la definicién de derivada para calcular la derivada de la raiz cuadrada por un
camino diferente al de la parte 1. Sugerencia: para obtener la igualdad (3), multiplicar
el numerador y el denominador del miembro de la izquierda por vx + Az + y/z. Para
terminar el argumento, usar que vx + Az — /x cuando Az — 0.

(3)



Ejercicio 28 Utilizar la regla de la cadena para calcular la derivada de /z, adaptando los
argumentos de la parte 1 ejercicio 27.

Ejercicio 29 El logaritmo Inz y la exponencia e” son funciones inversas una de la otra.
1. Mostrar que la igualdad
(Inz)’ ! >0
ne) =—, =x
T Y Y
implica

2. Mostrar que la igualdad

implica

1
(Inz) =—=, x>0.
T

3. Interpretar graficamente estas relaciones.

Ejercicio 30 Mostrar las siguientes féormulas para las derivadas de las funciones trigonométri-
cas inversas:

1. arcsen’(x) ! €(-1,1)
. arcsen' (r) = ———, ¢ € (—
1
2. arccos' () = ————, r € (—1,1);
V1—2?
1
3. tg'(r) = ——,7€R
arctg' () T2 7

Ejercicio 31 DERIVADA DE UN COCIENTE

1. Mostrar directamente, a partir del calculo de los cocientes incrementales y su limite, que
ny 1
r) a2

1 1 Ax

Sugerencia: usar la identidad

t+Ar oz 224+ xAx

para escribir los incrementos de 1/x.

2. Usar la regla de la cadena para mostrar que

3. A partir de la féormula (4) y la férmula de derivacién del producto de funciones demostrar

que
@)\ _ f2)g(x) — f(x)g'(z)
(5) - P ®)
Sugerencia: f() X
m = f(x)m



Ejercicio 32 Calcular

/ V1 — £2dt,
0

para x € (—1,1).

1.

Hacer el calculo sin recurrir al calculo diferencial, interpretando la integral como el valor
del 4rea de una cierta regién del circulo 2% + y? < 1 en el plano (x,y).

. Hacer el calculo introduciendo el cambio de variable z = cos . Sugerencia: para evaluar

las integrales que resultan del cambio puede ser 1util tener presente que

1 + cos(260)

2
9 pu—
COSs 5

Hacer el calculo aplicando integracion por partes. Sugerencia: interpretar
V1-12=1xv1-12,

y aplicar partes usando una primitiva de 1 y la derivada de /1 — t2.

. Para R >0y z € (—R, R) calcular

/ VvV R? — t2dt.
0



